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Â
Î ÄÂÎÐÅ ÂÂÅÐÕ ÊÎËÅÑÀÌÈ, ÎÏÈÐÀßÑÜ ÍÀ ÑÅÄËÎ È
ðóëü, ñòîÿë âåëîñèïåä. Ìàëü÷èê çàêîí÷èë ðåìîíò êîëåñà è

òåïåðü ñ ñîñðåäîòî÷åííûì âèäîì ñëåäèë çà åãî ìåäëåííûì
âðàùåíèåì. Âçãëÿä ìàëü÷èêà áûë ïðèêîâàí ê íèïïåëþ – íåáîëü-

Çàâèñèìîñòü
ïåðèîäà

êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà îò
àìïëèòóäû

È.ÃÎÐÁÀÒÛÉ

Çíà÷èò, ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè èìååò íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå

2

max 4S R=  ïðè 45γ = ∞ .

Çàäà÷à 5. Êàêîâû äîëæíû áûòü ðàçìåðû îòêðûòîãî
áàññåéíà ñ ïðÿìîóãîëüíûì äíîì, ÷òîáû íà îáëèöîâêó åãî
ñòåí è äíà ïîøëî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà?

Åñëè óêàçàíî, ÷òî äíî áàññåéíà èìååò ôîðìó êâàäðàòà,
çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé, à â òàêîì
áîëåå îáùåì âèäå åå ìîæíî ðåøèòü, ïðèìåíèâ òåîðåìó î
ñðåäíåì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü õ, ó, z – äëèíà, øèðèíà è âûñîòà áàññåéíà,
òîãäà ïëîùàäü äíà è ñòåí áàññåéíà ðàâíà

2 2S xy xz yz= + + ,
à îáúåì ñîñòàâëÿåò

V = xyz.
Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèìè òðåõ ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë 3a b c abc+ + ≥ è ïîëó÷èì

2 2 23
3 4S x y z≥ , èëè S 3 2

3 4V≥ ,

ïðè ýòîì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

xy = 2xz = 2yz , èëè x = y, x = 2z.

Èòàê, äíî áàññåéíà äîëæíî èìåòü ôîðìó êâàäðàòà, âûñîòà
æå äîëæíà áûòü âäâîå ìåíüøå åãî äëèíû.

Óïðàæíåíèÿ

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòå, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðèåìû:
íåðàâåíñòâà, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Íåêîòîðûå çàäà÷è
ïîëåçíî ðåøèòü òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé è ñðàâíèòü
ðåçóëüòàòû.

1. Èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ äàííîé äèàãî-

íàëüþ íàéäèòå òîò, êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïîëíîé
ïîâåðõíîñòè.

2. Èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ äàííîé äèàãî-
íàëüþ íàéäèòå òîò, êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè.

3. Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó âïèøèòå ïðÿìî-
óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä íàèáîëüøåãî îáúåìà òàê, ÷òîáû îäíà
ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà ëåæàëà â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïèðàìè-
äû, à âåðøèíû ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíè ïðèíàäëåæàëè áîêîâûì
ðåáðàì.

4. Â äàííûé êîíóñ âïèøèòå öèëèíäð íàèáîëüøåãî îáúåìà.
5. Â ñôåðó ðàäèóñà R âïèñàíà ïðàâèëüíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ

ïèðàìèäà. Êàêîâà äîëæíà áûòü âûñîòà ïèðàìèäû, ÷òîáû îáúåì
åå áûë íàèáîëüøèì?

6. Îêîëî øàðà ðàäèóñà R îïèñàí êîíóñ. Ïðè êàêîé âûñîòå
êîíóñà åãî îáúåì áóäåò íàèìåíüøèì? Äîêàæèòå, ÷òî

12V V≥ ,

ãäå V – îáúåì êîíóñà, 1V  – îáúåì øàðà.
7. Áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû

ðàâíî b è ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë α . Ïðè êàêîì
çíà÷åíèè α  îáúåì ïèðàìèäû áóäåò íàèáîëüøèì? ×åìó ðàâåí
ýòîò îáúåì?

8. Äëèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð òåòðàýäðà ðàâíû õ,  à
âñå îñòàëüíûå èìåþò äëèíó, ðàâíóþ 1. Âûðàçèòå îáúåì òåòðàýä-
ðà êàê ôóíêöèþ õ. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè õ îáúåì òåòðàýäðà èìååò
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?

9. Äëèíà îäíîãî áîêîâîãî ðåáðà ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâíà õ, âñå îñòàëüíûå ðåáðà èìåþò äëèíó, ðàâíóþ 1. Âûðàçèòå
îáúåì ïèðàìèäû êàê ôóíêöèþ õ. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè õ îáúåì
ïèðàìèäû ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?

10. Èç òî÷êà À, ðàñïîëîæåííîé âíå ïëîñêîñòè, ïðîâåäåíû ê
íåé ïåðïåíäèêóëÿð ÀÎ è íàêëîííûå ÀÂ è ÀÑ. Èçâåñòíî, ÷òî

ÂÎ = 1, 2 2CO =  è 45BOC– = ∞ . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ÀÎ,
ïðè êîòîðîì 45BAC– = ∞ . Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü ýòîò óãîë?

øîìó îòðîñòêó äëÿ ïîäñîåäèíåíèÿ íàñîñà. Âîò íèïïåëü ïîäíÿë-
ñÿ ââåðõ, ïåðåâàëèë ÷åðåç âåðõíþþ òî÷êó è íà÷àë îïóñêàòüñÿ,
óñêîðÿÿ âðàùåíèå êîëåñà. Íî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà î÷åðåä-
íîé îáîðîò ýíåðãèè óæå íå õâàòèëî, êîëåñî íà ìãíîâåíèå
îñòàíîâèëîñü, íåìíîãî íå äîòàùèâ íèïïåëü äî âåðõíåé òî÷êè, è
ñòàëî ïîâîðà÷èâàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, ïîñòåïåííî
íàáèðàÿ ñêîðîñòü. Âðàùåíèå êîëåñà ñìåíèëîñü åãî êîëåáàíèÿ-
ìè. «Êîãäà êîëåáàíèÿ ïðåêðàòÿòñÿ, íèïïåëü âíèçó äîëæåí
áûòü», – ïîäóìàë ìàëü÷èê, – «èëè ÿ ïëîõî ïî÷èñòèë è ñìàçàë
âòóëêó».

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå òâåðäîå òåëî, êîòîðîå ìîæåò êà÷àòüñÿ
âîêðóã íåïîäâèæíîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ÿâëÿåòñÿ ìàÿòíè-
êîì (òî÷íåå – ôèçè÷åñêèì ìàÿòíèêîì). Ïðîñòåéøèé ìàÿò-
íèê – ýòî ãðóç ìàëûõ ðàçìåðîâ, çàêðåïëåííûé íà äëèííîé
ëåãêîé íèòè (èëè ñòåðæíå). Åñëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìàññîé
íèòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ãðóçà, ðàçìåðàìè ãðóçà ïî
ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé íèòè, à òàêæå äåôîðìàöèåé íèòè, òî
òàêîé ìàÿòíèê íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèì. Ïðè ìàëûõ óãëàõ
α  îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ åãî êîëå-
áàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè, ò.å. îïèñûâàþòñÿ ôîðìó-
ëîé

( )0sin
m

tα α ω ϕ= + ,                   (1)

ãäå m
α  – ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ (óãëîâàÿ àìïëèòóäà), 0
ϕ  – íà÷àëüíàÿ ôàçà

Ô È Ç È × Å Ñ Ê È É  Ô À Ê Ó Ë Ü Ò À Ò È Â 27



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 228

óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 10%, à ïðè 90° ïåðèîä
êîëåáàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî íà 20%. Ðåçêîå óâåëè÷å-
íèå ïåðèîäà êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè óãëî-
âîé àìïëèòóäû ê 180°. Íàïðèìåð, ïðè 160m

α = ∞  ïåðèîä
êîëåáàíèé óâåëè÷èëñÿ ïî÷òè â 2 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïåðèîäîì ìàëûõ êîëåáàíèé.

Ìû èçìåðèëè çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò àìïëèòó-
äû äëÿ íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî êîëåñà-ìàÿòíèêà ñ ãðóçàìè-
ïðîòèâîâåñàìè. Îäíàêî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â òàêîì âèäå, ÷òî îíè îêàæóòñÿ ñïðàâåäëèâû-
ìè äëÿ ëþáîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Òåîðèÿ. Ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà (ìàÿòíèêà), êîòîðîå
ìîæåò êà÷àòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè O, â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè áóäåì
õàðàêòåðèçîâàòü óãëîì
åãî îòêëîíåíèÿ α  îò ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(ðèñ.3). Êàæäàÿ òî÷êà
ìàÿòíèêà äâèæåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè ñ óãëîâîé

ñêîðîñòüþ 
d

dt

α
ω α= =¢ .

Ëèíåéíûå ñêîðîñòè ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê ìàÿòíèêà
ðàçëè÷íû è îïðåäåëÿþò-
ñÿ ðàññòîÿíèåì r îò îñè
âðàùåíèÿ: V rω= . Ïî-
ýòîìó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà, âðàùàþùåãîñÿ â
äàííûé ìîìåíò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω , ðàâíà

2 2 2 2

2

*
2 2 2

i i i i

i i

mV m r
E m r

Δ Δ ω ω
Δ= = =Â Â Â ,

ãäå imΔ  – ìàññà î÷åíü ìàëîãî ó÷àñòêà òâåðäîãî òåëà, óäàëåí-
íîãî îò îñè âðàùåíèÿ íà ðàññòîÿíèå ir  è èìåþùåãî ëèíåéíóþ

ñêîðîñòü iV . Âåëè÷èíà 2

i i
m rΔÂ  çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ

ìàññ â òâåðäîì òåëå è ïîëîæåíèÿ îñè âðàùåíèÿ, ýòó âåëè÷èíó
íàçûâàþò ìîìåíòîì èíåðöèè òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî
äàííîé îñè è îáîçíà÷àþò áóêâîé I.

Äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà ìîæíî çàïèñàòü

CE mgh= ,

ãäå h – âûñîòà ïîäíÿòèÿ öåíòðà ìàññ C íàä ñàìûì íèæíèì
åãî ïîëîæåíèåì. Èç ðèñóíêà 3 âèäíî, ÷òî ( )1 cosh l α= - ,
ãäå l – ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî öåíòðà ìàññ ìàÿòíèêà.

Åñëè ñèëàìè òðåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà

( )2
1 cos

2

I
E mglα α= + -¢                 (3)

Ðèñ.1. Âåëîñèïåäíîå
êîëåñî – ôèçè÷åñêèé
ìàÿòíèê

êîëåáàíèé, g lω =  – öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, l – äëèíà íèòè,
g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ðàâíûé

2
2

l
T

g

π
π

ω
= = ,                     (2)

íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé m
α . Òàêîå ñâîéñòâî

êîëåáàíèé – íåçàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò àìïëèòóäû – íàçûâà-
þò èçîõðîííîñòüþ êîëåáàíèé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî ìàëîé äîëæíà áûòü àìïëè-
òóäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, ÷òîáû åãî êîëåáàíèÿ ìîæíî áûëî
ñ÷èòàòü èçîõðîííûìè? Íàïðèìåð, óãîë 30° ìîæíî ñ÷èòàòü
ìàëûì? À óãîë 15°? Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìàÿòíèêó ìîæíî ñïðîñèòü è èíà÷å: ïðè êàêèõ àìïëèòóäàõ
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2) äëÿ ðàñ÷åòà ïåðèîäà
êîëåáàíèé?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû, êîíå÷íî, çàâèñÿò îò òîãî, êàêóþ
òî÷íîñòü ìû èìååì â âèäó ïðè îïðåäåëåíèè ïåðèîäà. Òàê,
åñëè íàñ óñòðàèâàåò ïîãðåøíîñòü â 2%, òî êîëåáàíèÿ ìàÿòíè-
êà ìîæíî ñ÷èòàòü èçîõðîííûìè, à ôîðìóëó (2) ñïðàâåäëè-
âîé ïðè áóëüøèõ óãëîâûõ àìïëèòóäàõ, ÷åì, ñêàæåì, ïðè
ïîãðåøíîñòè â 0,1% .

ßñíî, ÷òî äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû íåîáõîäèìî
èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò
àìïëèòóäû ïðè ïðîèçâîëüíûõ, íå îáÿçàòåëüíî ìàëûõ, åå
çíà÷åíèÿõ. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ýêñïåðèìåíòà, à çàòåì ïðîâå-
äåì òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû.

Ýêñïåðèìåíò. Çàâèñèìîñòü Ò îò mα  æåëàòåëüíî îïðåäå-
ëèòü êàê ìîæíî â áîëüøåì äèàïàçîíå èçìåíåíèé óãëîâûõ
àìïëèòóä, à çàòóõàíèå êîëåáàíèé â ýêñïåðèìåíòå äîëæíî
áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì: âî âñÿêîì ñëó÷àå çà îäèí ïåðèîä
êîëåáàíèé àìïëèòóäà íå äîëæíà çàìåòíî óìåíüøàòüñÿ. Äëÿ
ýòèõ öåëåé â êà÷åñòâå ìàÿòíèêà äåéñòâèòåëüíî óäîáíî âçÿòü
îáû÷íîå âåëîñèïåäíîå êîëåñî. Õîðîøèé ïîäøèïíèê îáåñïå-
÷èâàåò ìàëîå çàòóõàíèå êîëåáàíèé, êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò
äîâîëüíî ìåäëåííî, à èõ àìïëèòóäó ìîæíî ìåíÿòü â øèðî-
êèõ ïðåäåëàõ, âïëîòü äî 180°. Ïî ñïèöàì óäîáíî îòñ÷èòûâàòü
óãëû îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (íà êîëåñå ìîåãî
âåëîñèïåäà, íàïðèìåð, èìååòñÿ 36 ñïèö – îòëè÷íûé òðàíñ-
ïîðòèð ñ öåíîé äåëåíèÿ â 10°).

Êîëåñî ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åñëè åãî öåíòð òÿæåñòè
íåñêîëüêî ñìåùåí îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ. Îáû÷íî ýòî
ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò íå ñîâñåì òî÷íîé öåíòðîâêè êîëåñà, à
òàêæå èç-çà íàëè÷èÿ íèïïåëÿ. Íî ìîæíî äîïîëíèòåëüíî
ñìåñòèòü öåíòð òÿæåñòè êîëåñà, óòÿæåëèâ îáîä â íåêîòîðîì
ìåñòå. Äëÿ ýòîãî ìû ïðèêðåïèëè ñêîò÷åì ê îáîäó êîëåñà ãðóç
íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ ìàññîé îêîëî îäíîãî êèëîãðàììà. Ïðè
ýòîì âîçðîñëà ñèëà, âîçâðàùàþùàÿ êîëåñî ê ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ (òî÷íåå, ìîìåíò ñèëû), è ïåðèîä êîëåáàíèé

óìåíüøèëñÿ. Îäíîâðåìåííî óìåíüøè-
ëîñü è çàòóõàíèå êîëåáàíèé (ïîñêîëü-
êó âîçðîñëà èíåðöèîííîñòü êîëåñà).
Ìû ïîíÿëè, ÷òî èìååò ñìûñë ïðèêðå-
ïèòü åùå îäèí ãðóç ïî÷òè òàêîé æå
ìàññû, êàê è ïåðâûé, â äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíîì ìåñòå îáîäà (ðèñ.1).
Çàòóõàíèå åùå áîëüøå óìåíüøèëîñü, à
ïåðèîä êîëåáàíèé óâåëè÷èëñÿ, ÷òî áûëî
óäîáíî äëÿ èçìåðåíèé.

Âðåìÿ èçìåðÿëîñü îáû÷íûì ñåêóí-
äîìåðîì ñ öåíîé äåëåíèÿ 0,2 ñ. Ðåçóëü-
òàòû èçìåðåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå

2. Âèäíî, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ
ðîñòîì óãëîâîé àìïëèòóäû. Ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ ýòà
çàâèñèìîñòü âûðàæåíà ñëàáî: òàê, ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòó-
äû îò ïðåäåëüíî ìàëûõ óãëîâ äî 60m

α = ∞  ïåðèîä êîëåáàíèé

Ðèñ.2. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû (ýêñïåðèìåíò)

Ðèñ.3. Êîëåáàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà



Ðèñ.4. Çàâèñèìîñòü óãëà îòêëîíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îò
âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ óãëîâûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé (òåîðèÿ)

Ðèñ.5. «Òî÷êè» – ýêñïåðèìåíò, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – òåîðèÿ

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè ðàâíà íóëþ:

sin 0
dE

I mgl
dt

α α α α= + =¢ ¢¢ ¢ .

Îòñþäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè âðåìåíè ( )tα α= :

2

0 sin 0α ω α+ =¢¢ ,                     (4)

ãäå 2

0 mgl Iω = .
Åñëè ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ ñ÷èòàòü sin α αª , òî

óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

2

0 0α ω α+ =¢¢ .                       (5)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

( )0 0sin
m

tα α ω ϕ= + , â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ âòî-

ðóþ ïðîèçâîäíóþ ( ( )2 2

0 0 0 0
sin

m
tα ω α ω ϕ ω α= - + = -¢¢ ) è ïîä-

ñòàâèâ åå â óðàâíåíèå (5) – îíî îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé (êîã-
äà sin α αª ) êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêè-
ìè, à ïåðèîä ýòèõ ìàëûõ êîëåáàíèé – îáîçíà÷èì åãî 0T  – íå
çàâèñèò îò àìïëèòóäû è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

0

0

2
2
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T

mgl

π
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ω
= = .                    (6)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
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g
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à äëÿ øàðíèðíî çàêðåïëåííîé çà îäèí êîíåö îäíîðîäíîé
ïàëî÷êè ìàññîé m è äëèíîé L
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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ α  âûðàçèòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4) â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå óäàåòñÿ. Îäíàêî
óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü ÷èñëåííî. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ. Ñàìûé ïðîñòîé àëãîðèòì ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàäèì íåêîòîðûå çíà÷å-
íèÿ óãëà: 

1
α α=  è óãëîâîé ñêîðîñòè: 

1α ω=¢  â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (4) âû÷èñëèì
óãëîâîå óñêîðåíèå â ýòîò íà÷àëüíûé ìîìåíò:

2

1 0 1sinβ α ω α= = -¢¢  è ðàññ÷èòàåì óãîë 2
α  è óãëîâóþ ñêî-

ðîñòü 2ω  ÷åðåç ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè tΔ :
2

1

2 1 1
2

t
t

β Δ
α α ω Δ= + + , 

2 1 tω ω βΔ= + .

Äàëåå âû÷èñëèì óãëîâîå óñêîðåíèå 2

2 0 2sinβ ω α= -  â ìîìåíò
t tΔ= , à çàòåì – óãîë è óãëîâóþ ñêîðîñòü â ñëåäóþùèé
ìîìåíò âðåìåíè 2t tΔ= :

2

2

3 2 2
2

t
t

β Δ
α α ω Δ= + + , 3 2 tω ω βΔ= + ,

è òàê äàëåå. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì íå î÷åíü ýôôåêòèâåí,
ïîñêîëüêó íóæíî áðàòü î÷åíü ìàëûé âðåìåííîé øàã tΔ ,
÷òîáû èçáåæàòü íàêîïëåíèÿ îøèáîê ïðè ìíîãîêðàòíûõ ïî-
âòîðíûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå, áîëåå ðàöèî-
íàëüíûå ñõåìû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â
êîòîðûõ îøèáêè, âîçíèêàþùèå íà êàæäîì øàãå, ÷àñòè÷íî
êîìïåíñèðóþòñÿ.

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (4) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé óãëîâîé àìïëèòóäû

m
α . Çàìåòèì, ÷òî ôîðìà êîëåáàíèé îñòàåòñÿ áëèçêîé ê
ñèíóñîèäàëüíîé äàæå ïðè âåñüìà áîëüøèõ àìïëèòóäàõ. Òàê,
äàæå ïðè 150m

α = ∞  îòêëîíåíèÿ îò ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû
âåñüìà íåçíà÷èòåëüíû (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ íà ðèñóíêå 4

ðàññ÷èòàíà ïî ôîðìóëå 150α = ( )sin 2 t Tπ ), à ïðè 90mα = ∞

îòêëîíåíèé îò ñèíóñîèäàëüíîé çàâèñèìîñòè ïðè âûáðàííîì
ìàñøòàáå âîîáùå íå çàìåòíî. Ïåðèîä êîëåáàíèé, êàê âèäíî,
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì óãëîâîé àìïëèòóäû.

Ðàñ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ
íå ñàìîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé T, à îòíîøåíèÿ 0T T , ãäå 0T  –
ïåðèîä êîëåáàíèé ïðè ïðåäåëüíî ìàëûõ àìïëèòóäàõ. Òàêîé
ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü

ðåçóëüòàòû íàøèõ ðàñ÷åòîâ ê ëþáîìó ôèçè÷åñêîìó ìàÿòíè-
êó. Èíûìè ñëîâàìè, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêàõ 4 è 5 ðàñ÷åò-
íûå êðèâûå áóäóò âûãëÿäåòü ñîâåðøåííî îäèíàêîâî äëÿ âñåõ
ôèçè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ, à ðàçëè÷àòüñÿ áóäóò ëèøü çíà÷åíèÿ
ïåðèîäîâ ìàëûõ êîëåáàíèé 0T .Íà ãðàôèêå ðèñóíêà 5 íàíå-
ñåíû òàêæå «òî÷êè», ïîëó÷åííûå ïî ðåçóëüòàòàì íàøèõ
ýêñïåðèìåíòîâ ñ êîëåñîì-ìàÿòíèêîì. Âèäíî, ÷òî ñîãëàñèå
ýêñïåðèìåíòà è òåîðèè óäîâëåòâîðèòåëüíîå – ðàñõîæäåíèÿ
íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòåé ýêñïåðèìåíòà.

Èòàê, òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ïîêàçûâà-
åò, ÷òî êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ
èçîõðîííûìè – ïåðèîä êîëåáàíèé ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ ðîñòîì àìïëèòóäû. Îäíàêî ïðè ìàëûõ óãëîâûõ àìïëèòó-
äàõ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò àìïëèòóäû âûðàæåíà ñëàáî.
Òàê, íàïðèìåð, ïðè óãëîâîé àìïëèòóäå 30m

α = ∞  ïåðèîä
êîëåáàíèé ïðåâûøàåò ïåðèîä êîëåáàíèé 0T  ñ ïðåäåëüíî
ìàëîé àìïëèòóäîé íå áîëåå ÷åì íà 2%, à äëÿ 90m

α = ∞

ïðåâûøåíèå ïåðèîäà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 20%. Åñëè ãîâî-
ðèòü î ìàòåìàòè÷åñêîì ìàÿòíèêå, òî èìåííî òàêèå ïîãðåøíî-
ñòè áóäåò äàâàòü ôîðìóëà (2) ïðè âû÷èñëåíèè ïåðèîäà ñ
óêàçàííûìè âûøå àìïëèòóäàìè.

Ô È Ç È × Å Ñ Ê È É  Ô À Ê Ó Ë Ü Ò À Ò È Â 29


