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Математика 11 класс

Мендель Виктор Васильевич

Задачи по геометрии на вступительных экзаменах в вузах

§ 1. Особенности геометрических задач на вступительных экзаменах в вузах.


Автор на протяжении 10 последних лет наблюдает за содержанием экзаменационных билетов по математике на вступительных экзаменах в вузах (в том числе в вузах Хабаровского края). На основе этих наблюдений можно сделать следующие выводы:

1) Характер задач – главным образом предлагаются вычислительные задачи, т.е. такие задачи, в которых необходимо вычислить некоторые характеристики геометрических фигур (длины, углы, объемы, площади и т.д.). Задачи на доказательство предлагаются очень редко, что объясняется трудностью проверки такого типа задач и недостаточным опытом абитуриентов в решении задач на доказательство.

2) Тематика задач – наиболее часто в экзаменационных билетах встречаются задачи по планиметрии. Кроме этого, распространены задачи по стереометрии. Особо следует выделить задачи на векторы и метод координат. Такие задачи традиционно предлагаются, например, в Дальневосточной академии госслужбы. Кроме того, многие задачи на уравнения и неравенства с параметрами, на системы уравнений с несколькими неизвестными имеют красивые графические решения, связанные с использованием координат.

3) Требования к условиям подготовки и знаниям абитуриентов – как правило, задачи составляются так, чтобы проверить уровень эрудиции абитуриента. В условиях и решениях часто используются свойства основных геометрических фигур и их элементов. Треугольники, прямоугольники, трапеции, ромбы, квадраты; высоты, биссектрисы, медианы; вписанные и описанные окружности и т.д. – в планиметрии. Пирамиды, призмы, параллелепипеды, конусы и сферы; двугранные углы, углы между прямыми и плоскостями; вписанные и описанные шары -  в стереометрии. Особо следует выделить признаки параллельности и перпендикулярности. Что касается векторов и метода координат, то здесь часто встречается признак коллиниарности, признак перпендикулярности (скалярное произведение равно нулю).

В рамках этой статьи мы остановимся на вопросах, связанных со стереометрическими задачами. Напомним читателям, что в предыдущих номерах журнала были подробно рассмотрены задачи по планиметрии, а так же метод координат на плоскости и в пространстве. 

§ 2. Некоторые замечательные факты и теоремы стереометрии

Полностью отдавая себе отчет в том, что в рамках одной статьи нельзя охватить всю многогранную теорию, мы в этом параграфе рассмотрим несколько весьма полезных геометрических конструкций, часто встречающихся при решении задач.

Конструкция  №1. Пирамида, боковые ребра которой составляют равные углы с основанием (см. рисунок 1).

Напомним, что угол между прямой и плоскостью, это угол между прямой и ее проекцией на плоскость. 

В пирамиде ребро ОАi проектируется в прямую АiН , где Н – проекция вершины О на основание пирамиды (т. Н – основание высоты пирамиды). Свойства рассматриваемого класса пирамид описывается следующей теоремой

Теорема 1. Если в пирамиде все боковые ребра одинаково наклонены к основанию, то 1) боковые ребра пирамиды равны; 2) основание высоты пирамиды является центром описанной окружности основания.
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Доказательство. Рассмотрим прямоугольные треугольники ОНА1 , ОНА2  и т.д. У всех этих треугольников общий катет ОН, а углы при вершинах А1 , А2 , …, Аn равны по условию теоремы. Поэтому, все эти треугольники равны. Следовательно все их гипотенузы (боковые ребра пирамиды ОА1 , ОА2 , …, ОАn) равны. Кроме того, из равенства катетов НА1=НА2=…=НАn следует, что точка Н равноудалена от вершин основания пирамиды. Следовательно, Н – центр окружности, описанной вокруг основания.

Замечание: условия 1) и 2) равносильны друг другу и условию теоремы.

Полезное свойство: вокруг рассматриваемых пирамид, всегда можно описать сферу. Центр описанной сферы лежит на прямой ОН, а радиус сферы вычисляется по формуле:  
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где l – длина бокового ребра, ( - угол наклона ребра к основанию.
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Конструкция №2. Пирамида, боковые грани которой одинаково наклонены к основанию.

Напомним, что величиной двугранного угла называют величину ее плоского угла, который, в свою очередь, образуют два выходящих из одной точки луча, лежащие в гранях угла и перпендикулярные его ребру (см. рисунок 2). 
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Пирамиды рассматриваемого типа удобно изображать с апофемами (высотами) боковых граней (см. рисунок 3). Свойства этих пирамид описывает следующая теорема:

Теорема 2. Если боковые грани пирамиды одинаково наклонены к основанию, то 1) апофемы всех боковых граней равны; 2) основание высоты пирамиды является центром окружности, вписанной в основание; 3) площадь боковой поверхности пирамиды вычисляется по формуле:  
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где 
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 - площадь основания, ( - угол наклона боковой грани к основанию.

Доказательство. Рассмотрим прямоугольные треугольники OHN1, OHN2, …у всех у них общий катет ОН и равные острые углы при вершинах N1, N2, …, Nn (здесь ОNi – апофема соответствующей грани). Из сказанного вытекает равенство треугольников, а, следовательно, их апофем ОNi и отрезков HNi . Как мы видим, отрезки HNi равны и перпендикулярны сторонам основания, следовательно, точка Н равноудалена от сторон основания и является центром его описанной окружности (эта окружность касается сторон основания в точках N1, N2, …, Nn).

Формулу (2.2) мы выведем ниже.

Замечание. Утверждение 2) равносильно условию теоремы, а вот утверждения 1) и 3) не равносильны.

Полезное свойство. В рассматриваемые пирамиды всегда можно вписать шар. Центр его лежит на отрезке ОН, а радиус вычисляется по формуле
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где 
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- радиус окружности, вписанной в основание, а ( - угол наклона боковой грани к основанию.

Конструкция №3. Сфера, вписанная в многогранник.
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Сферу называют вписанной в многогранник, если она касается всех его граней. Как известно, радиус, проведенные в точку касания сферы с гранью, перпендикулярен плоскости этой грани. Далеко не во всякий многогранник можно вписать сферу.


Выше мы рассмотрели пирамиды с гранями, одинаково наклоненными к основанию. Кроме этих пирамид сфера всегда вписывается в треугольную пирамиду (тетраэдр). Мы не станем перечислять все многогранники, в которые вписывается сфера, а выведем общую формулу для вычисления радиуса этой сферы. Нам понадобится формула для вычисления объема пирамиды: 
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Теорема 3. Если в многогранник вписывается сфера, то ее радиус можно вычислить по формуле       
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где  V  - объем, а S – площадь полной поверхности многогранника.

Доказательство. Обозначим буквой О центр вписанной сферы. Соединим точку О со всеми вершинами многогранника. Теперь многогранник можно представить в виде объединения пирамид, основаниями которых служат грани многогранника, а вершинами – точка О. Высотами этих пирамид служат радиусы вписанной сферы, проведенные в точку касания с гранью. Объем каждой пирамиды равен 
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Конструкция №4. Многоугольник F , лежащий в плоскости ( и его ортогональная (прямоугольная) проекция F1 на плоскость (.

Сформулируем основное свойство этой конструкции.

Теорема 4. Площадь ортогональной проекции F1 многоугольника F на плоскость (, равна   
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где ( (тета) – угол между плоскостями ( и (.

Доказательство. (идея) Разобьем доказательство на три этапа.

1) F это треугольник, одна из сторон которого лежит в плоскости ( (см. рисунок 5). Этот случай в виде задачи решен в школьном учебнике геометрии.

2) F – треугольник. Проведем через среднюю вершину треугольника плоскость (”, параллельную плоскости (. Очевидно, что проекция треугольника на (” равна ее проекции на (. Плоскость (” “разрезает” наш треугольник на 2 треугольника, подходящих под случай 1).
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3) Многоугольник “разрезается” на треугольники, каждый из которых подходит под случай 2).

Как используется эта теорема, мы увидим в следующей конструкции.

Конструкция №5. Прямая призма (призма называется прямой, если ее боковые ребра перпендикулярны основаниям).

Свойство 1. Если в прямую призму вписывается шар, то его радиус равен радиусу окружности, вписанной в основание, удвоенный радиус (диаметр) шара равен высоте пирамиды (длине ребра).

Свойство 2. Если сечение прямой призмы плоскостью ( пересекает все ее боковые ребра, то площадь сечения равна площади основания, деленной на косинус угла между основанием и сечением. (Это следует из теоремы 4!)

Это свойство очень полезно, если сечение трудно (или невозможно) построить.

Свойство 3. Вокруг прямой призмы описывается шар в том и только в том случае, когда вокруг основания призмы описывается круг.

Конструкция №6. Наклонная призма.

Рассмотрим свойства наклонной призмы, связанные с понятием ортогонального сечения. Так называют сечение пирамиды, полученной пересечением с плоскостью, перпендикулярной её боковым рёбрам.

Свойство 1. Объём призмы равен произведению площади ортогонального сечения на длину её бокового ребра. (Чтобы убедиться в этом, нужно “нижнюю” часть призмы на рисунке 7  переставить наверх).

Свойство 2. Если в наклонную призму вписан шар (существует распространенное заблуждение, что в наклонную призму нельзя вписать шар), то радиус этого шара равен радиусу описанной окружности ортогонального сечения. Диаметр шара равен высоте призмы.

Замечание. Описать шар вокруг наклонной призмы нельзя! (Почему?).

§ 3 Примеры решения задач

Задача №1. В треугольной пирамиде SABC основание – АВС – прямоугольный треугольник с прямым углом при вершине С и острым углом ( при вершине А. Боковые ребра пирамиды равны l, и образуют с основанием угол (. Найдите объем пирамиды и объем вписанного в нее шара.
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Решение. 1) Начнем с чертежа. По условию все боковые ребра пирамиды равны, поэтому, по теореме 1, основание высоты пирамиды (точка Н) является центром описанной окружности основания (треугольника АВС). Так как АВС прямоугольный, то Н – середина гипотенузы АВ. Таким образом, высота пирамиды лежит в грани SAC, и эта грань перпендикулярна основанию (см. рисунок 8). 

2) Для вычисления объема по формуле 
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        в) площадь прямоугольного треугольника АВС через гипотенузу и острый угол выражается по формуле  
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3) Чтобы найти объем вписанного шара, нужно знать его радиус (
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Так как в (АВС:  ВС = АС
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. Сократив и упростив, получим:
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Осталось посчитать объем шара.

Задача №2. Основание пирамиды SABCD – ромб со стороной а и острым углом при вершине А, равным 60(. Боковые грани пирамиды составляют с основанием равные углы ( (( = 
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). Найдите площадь поверхности шара, вписанного в эту пирамиду.
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Решение.  1) По теореме 2 основание высоты SH пирамиды является центром окружности, вписанной в основание. То есть Н – точка пересечения диагоналей ромба. Чтобы изобразить угол ( , проведем из точки Н перпендикуляр к стороне АВ. (SNH – искомый. По формуле (2.3), радиус вписанного шара равен:         
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2) Найдем 
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: на рис 10. изображен ромб ABCD. Его площадь равна: 
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, а периметр Р = 4а. Так как HN – радиус вписанной окружности, то 
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3) Для вычисления 
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4) Теперь найдем r : 
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Задача №3. В правильной четырехугольной призме построены два параллельных сечения. Первое проходит через середины двух смежных сторон основания и центр симметрии призмы, второе делит ось призмы в отношении 1 : 3. Найдите, как относятся площади этих сечений.

Решение. Сечения изображены на рисунке 11. Так как они параллельны, то площади их ортогональных проекций на основание относятся так же, как площади самих сечений. (Действительно, если ( - угол сечения с основанием, S1 и S2 –площади сечений, а 
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 - площади их проекций, то по формуле (2.5) 
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 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]j

cos

1

S

=

, 
[image: image68.wmf]0

2

S



 EMBED Equation.3  [image: image69.wmf]j

cos

2

S

=

 и 
[image: image70.wmf]2

1

2

1

0

2

0

1

cos

cos

S

S

S

S

S

S

=

=

j

j

). На рисунке 12 а) и б) изображены проекции сечений на основание призмы. Считая, что сторона основания равна а, легко посчитать, что 
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Задачи и упражнения для самостоятельного решения
М11.13.1 а) Докажите, что если в основании пирамиды лежит ромб, а все ее боковые ребра равны, то ромб является квадратом.

б) Докажите, что если основание пирамиды – прямоугольник, и все его грани одинаково наклонены к основанию, то основание – квадрат.

М11.13.2. Основание наклонной призмы – правильный треугольник со стороной  а. Боковые ребра составляют с основанием угол (. Найдите площадь ортогонального сечения призмы.

М11.13.3. Основание пирамиды SABCD – трапеция диагональ, которой (АС и DB) образуют с боковыми сторонами (CD и AB) прямые углы. Боковые ребра пирамиды равны l, а стороны BC и AD -  a и  b – соответственно. Найдите: а) объем пирамиды; 

б) радиус описанной сферы.

М11.13.4. В правильной треугольной пирамиде боковые грани образуют попарные двугранные углы, величины которых равна ( . Какие углы образуют боковые грани с плоскостью основания?

М11.13.5. В правильной треугольной призме 
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 со стороной основания, равной 2 проведено сечение 
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. Найдите длину отрезка 
[image: image82.wmf]2

CC

.

М11.13.6. Боковые ребра четырехугольной пирамиды равны 1. Каков ее максимальный объем?

М11.13.7. Четыре одинаковых шара радиуса r касаются друг друга. Найдите радиус сферы, которой эти шары касаются внутренним образом.

М11.13.8. Три одинаковых шара радиуса r лежат на плоскости и касаются друг друга. Найдите радиус четвертого шара, который касается трех данных и плоскости, на которой они лежат.
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