Математика, 8-10 классы

Мендель Виктор Васильевич

Геометрические задачи на математических олимпиадах школьников

На любой математической олимпиаде предлагаются геометрические задачи.

Формулировки этих задач могут быть самыми разнообразными. Так же разнообразны разделы геометрии, к которым относятся эти задачи. Поэтому ясно, что в рамках одной статьи невозможно рассмотреть все методы решения таких задач. Тем не менее, у по-настоящему олимпиадных геометрических задач есть отличительная особенность: при их решении используются нестандартные, оригинальные методы. Зачастую эти методы относятся к смежным разделам математики: комбинаторике, теории чисел и т.д.

В этой статье мы рассмотрим несколько примеров таких задач.

Задача 1. Существует ли выпуклый четырехугольник, диагонали которого перпендикулярны, а стороны равны 3, 5, 7, 4.
Решение. 

1) Во-первых, заметим, что рассматриваемый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями не обязан быть ромбом или квадратом. Что бы это понять, достаточно построить два взаимно перпендикулярных отрезка,  пересекающихся  по  середине (см. рисунок 1).

2) Исследуем свойства, которыми обладают такие четырехугольники.

Запишем теорему Пифагора для прямоугольных треугольников АОВ, ВОС, СОD и DОА:

АВ2=АО2+ВО2,  ВС2=ВО2+СО2,  

CD2=CO2+DO2,  DA2=DO2+AO2. Сложим первую формулу с третьей, а вторую с четвертой:

АВ2+CD2=AO2+BO2+CO2+DO2,

BC2+DA2=AO2+BO2+CO2+DO2.

Правые части в этих уравнениях равны, поэтому приравняем левые части:

АВ2+СD2=BC2+DA2 

(1)

3) Перейдем теперь к непосредственному решению задачи. По условиям три стороны четырехугольника имеют нечетную длину, а одна – четную. Поэтому с одной стороны в равенстве (1) будет стоять сумма двух нечетных чисел, а с другой – сумма четного и нечетного числа. Поэтому равенство (1) для четырехугольника с данными сторонами выполняться не может.

Рассмотренная задача – пример того, как элементы теории делимости используются в решении геометрической задачи.

Теперь рассмотрим пример того, как геометрические методы позволяют решать тригонометрические уравнения (и даже системы) и неравенства. Предварительно установим несколько элементарных фактов, касающихся координат векторов.
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(это свойство распространяется на любую конечную сумму единичных векторов).

А теперь рассмотрим задачу.

Задача 2. Решите систему уравнений:[image: image6.wmf]î
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Решение. Рассмотрим два единичных вектора [image: image7.wmf]}
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. Левые части уравнений – это координаты суммы [image: image9.wmf])
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Из этого следует, что векторы [image: image13.wmf]1
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Аналогично находим (:
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Следующая задача не потребует глубоких геометрических знаний. Но ее решение основано на фундаментальных, хотя и очевидных математических свойствах.

Задача 3. Внутри квадрата с единичной стороной построено несколько окружностей, сумма длин которых равна 20. Докажите, что существует прямая, пересекающая по крайней мере 7 окружностей.
Решение. Напомним, что длина окружности вычисляется по формуле [image: image20.wmf]d
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По условию:
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Разделим левую и правую части последнего равенства на [image: image26.wmf]p

. Получим:
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Таким образом, сумма диаметров окружностей больше 6. Учитывая, что все диаметры меньше единицы, мы можем сделать вывод о том, что в квадрате построено не меньше семи окружностей.

Спроектируем эти окружности на одну из сторон квадрата. Проекцией каждой окружности будет отрезок с длиной, равной диаметру проектируемой окружности. Сумма длин получившихся отрезков больше 6,3 (она равна [image: image28.wmf]k
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Это означает, что единичный отрезок покрыт отрезками, сумма длин которых больше 6,3. Следовательно, сторона квадрата «покрыта» в некоторых точках более чем шестью «слоями». Если мы проведем через такую точку прямую, перпендикулярную стороне квадрата, то она «проткнет» больше 6 окружностей. Что и требовалось доказать.

Задачи для самостоятельного решения

1. Пусть АВCD – выпуклый четырехугольник, стороны которого имеют целочисленную длину. Периметр этого четырехугольника – нечетное число.

а) Могут ли у четырехугольника ABCD быть взаимно перпендикулярные диагонали?

б) Можно ли в этот четырехугольник вписать окружность?

Указание: воспользуйтесь идеей из задачи № 1.
2. Докажите, что из неравенства [image: image29.wmf]1
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Указание: левые части обоих неравенств можно рассматривать как соответственно первые и вторые координаты суммы n единичных векторов с координатами [image: image31.wmf]}
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. Эта сумма имеет длину не больше n.
3. Из какого наименьшего количества фигурок вида:

Можно сложить квадрат (фигурки нельзя накладывать друг на друга. Квадрат не может иметь «дырок»).

Указание: нужно не только представить пример, но и доказать, что не существует конструкций с меньшим числом фигурок.
4. Докажите, что любой треугольник можно разрезать не более чем на три части, из которых складывается равнобедренный треугольник.

В выпуклом пятиугольнике все стороны равны, а все углы различны. Докажите, что самый большой и самый маленький углы пятиугольника имеют общую сторону.
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